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Master Mathématiques / FHFS 2020/2021

Feuille de TD 1

Exercice [réciproque de Paley-Wiener]

— Montrez que si f P L2ra, bs alors f̂pzq �
³b
a
fptqeitzdt est une fonction entière, qu’il existe C et A telles

que |f̂pzq| ¤ CeA|z| et que f̂ |R P L2pRq.

— Montrer que si f P L2r0,�8r alors f̂pzq �
³b
a
fptqeitzdt est une fonction holomorphe sur H et tx ÞÑ

f̂px� iyq; y ¡ 0u est une partie bornée dans L2pRq.

Exercice [Formule de l’aire]
Soit f un biholomorphisme de D sur Ω un ouvert de C de développement de Taylor

°
n¥0 cnz

n.

1. Montrez que λpΩq �
³
D |f

1pzq|2dλ (λ est la mesure de Lebesgue).

2. En écrivant cette intégrale en coordonnées polaires, montrer λpΩq � π
°

n¥1 n|cn|
2.

Exercice [Résolution du B̄ sur un compact]
Soit ϕ une fonction C0 sur K un compact de C. On pose, pour z P C,

fpzq �
1

π

»
ϕpζq

z � ζ
dλpζq

où λ est la mesure de Lebesgue sur C.

1. Montrez que cette fonction est bien définie, holomorphe hors du support de ϕ et nulle à l’infini.

2. Calculez f lorsque ϕ � 1 et K � D̄p0, Rq puis K � C̄p0, r, Rq.

On supposera maintenant que ϕ est C1 sur C à support compact.

3. En dérivant sous le signe somme, montrez que pour R assez grand,

Bf

Bz̄
�

1

π

»
Dp0,Rq

pBϕ{Bz̄qpζq

z � ζ
dλpζq

4. Concluez à l’aide de la formule de Cauchy généralisée que

Bf

Bz̄
� ϕ.

Exercice [Représentation intégrale des hypergéométriques]

1. Soient E � tz | Rez ¡ 0u et pour pz, wq P E2 :

Bpz, wq �

» 1

0

tz�1p1 � tqw�1dt

(a) Montrez que pour tout w P E, z ÞÑ Bpz, wq est holomorphe sur E et de même pour w ÞÑ Bpz, wq
lorsqu’on fixe z.

(b) Montrez que Bpz � 1, wq � z
z�wBpz, wq et Bp1, wq � 1

w .

2. Pour a, b, c trois nombres complexes, c R �N. on considère la série hypergéométrique :

F pa, b, c; zq �
¸
n¥0

apa� 1q . . . pa� n� 1qbpb� 1q . . . pb� n� 1q

cpc� 1q . . . pc� n� 1q

zn

n!

(a) Montrez que le rayon de convergence de cette série est 1 sauf pour quelques valeurs de a et b que vous
déterminerez.

(b) Pour quelle valeurs de a,b, c et z l’intégrale suivante est-elle bien définie ?

Ipa, b, c; zq �

» 1

0

tb�1p1 � tqc�b�1p1 � tzq�adt

(c) Montrez que, lorsque tout est bien défini,

Bpb, c� bqF pa, b, c; zq � Ipa, b, c; zq


